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Аннотация. Для параболического уравнения с оператором Бесселя
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в прямоугольной области 0 < x < l, 0 < t ≤ T рассматривается краевая задача с нело-
кальным интегральным условием первого рода

l∫
0

u(x, t)x dx = 0, 0 ≤ t ≤ T.

Эта задача сводится к эквивалентной краевой задаче со смешанными краевыми услови-
ями первого и третьего рода. Показано, что однородная эквивалентная краевая задача
имеет только тривиальное нулевое решение, а следовательно, исходная неоднородная за-
дача не может иметь более одного решения. В этом доказательстве используется лемма
Гронуолла. Затем методом спектрального анализа доказана теорема существования реше-
ния эквивалентной задачи. Это решение определяется явно в виде ряда Дини. Получены
достаточные условия относительно начального условия, которые гарантируют сходимость
построенного ряда в классе регулярных решений.
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Abstract. For the parabolic equation with the Bessel operator
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in the rectangular domain 0 < x < l, 0 < t ≤ T, we consider a boundary value problem with
the non-local integral condition of the first kind

l∫
0

u(x, t)x dx = 0, 0 ≤ t ≤ T.

This problem is reduced to an equivalent boundary value problem with mixed boundary condi-
tions of the first and third kind. It is shown that the homogeneous equivalent boundary value
problem has only a trivial zero solution, and hence the original inhomogeneous problem cannot
have more than one solution. This proof uses Gronwall’s lemma. Then, by the method of spectral
analysis, the existence theorem for a solution to an equivalent problem is proved. This solution
is defined explicitly in the form of a Dini series. Sufficient conditions with respect to the initial
condition are obtained. These conditions guarantee the convergence of the constructed series in
the class of regular solutions.
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Введение

Нелокальные задачи с интегральными условиями используют для описания различных
физических явлений в случае, когда граница области протекания процесса недоступна
для непосредственного измерения. Такие задачи возникают, например, при исследовании
процессов распространения тепла [1,2], диффузии частиц в турбулентной плазме [3], вла-
гопереноса в капиллярно-пористых средах [4].

Одними из первых работ, посвященных исследованию задач с интегральными услови-
ями для уравнений в частных производных параболического типа, были работы Дж. Кэн-
нона (J.R. Cannon) [1] и Л.И. Камынина [5]. Исследования параболических задач с ин-
тегральными условиями были продолжены в работах Н.И. Ионкина [2], Н.И. Юрчу-
ка [6, 7], Л.А. Муравья и А.В. Филиновского [8, 9], А.И. Кожанова [10], A. Bouziani и
S. Mesloub [11–13]. Исследования смешанных задач с интегральными условиями для урав-
нений гиперболического типа проводились в работах Л.С. Пулькиной [14–16], С.А. Бейли-
на [17], Н.В. Зайцевой [18]. В работах К.Б. Сабитова [19,20] исследованы краевые задачи
для уравнений смешанного типа в прямоугольной области с нелокальным интегральным
условием.

В настоящей работе рассматривается параболическое уравнение

LBu ≡ ut −Bxu = 0,

с оператором Бесселя

Bx = x−k
∂

∂x
(xk

∂

∂x
) =

∂2

∂x2
+
k

x

∂

∂x
, 0 < k < 1,

в прямоугольной области GT =
{
(x, t) : 0 < x < l, 0 < t ≤ T

}
координатной плоскости

Oxt.

1. Постановка задачи

Обозначим GT =
{
(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T

}
, GlT =

{
(x, t) : 0 < x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T

}
и рассмотрим следующую краевую задачу.

Задача. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую условиям:

u(x, t) ∈ C(GT ) ∩ C1
x(GlT ) ∩ C2,1

x,t (GT ), (1.1)

LBu = 0, (x, t) ∈ GT , (1.2)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l, (1.3)

u(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (1.4)
l∫

0

u(x, t)x dx = 0, 0 ≤ t ≤ T, (1.5)

где ϕ(x) – заданная достаточно гладкая функция, удовлетворяющая условию согласова-
ния

l∫
0

ϕ(x)x dx = 0. (1.6)
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Следующее утверждение позволяет заменить в рассматриваемой задаче интегральное
условие (1.5) граничным условием

lux(l, t) + (k − 1)u(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (1.7)

Лемма 1.1. Если выполняется условие согласования (1.6), то задачи (1.1)–(1.5) и
(1.1)–(1.4), (1.7) эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1)–(1.5). Дифференцируя
уравнение (1.5) один раз по t, получаем

l∫
0

ut(x, t)x dx = 0. (1.8)

Умножим уравнение (1.2) на x и проинтегрируем при фиксированном t ∈ (0, T ) по
переменной x на промежутке от ε до l − ε, где ε > 0 – достаточно малое число. В ре-
зультате получаем

l−ε∫
ε

ut(x, t)x dx =

l−ε∫
ε

Bxu(x, t)x dx. (1.9)

Так как

l−ε∫
ε

Bxu(x, t)x dx =

l−ε∫
ε

(
uxx(x, t) +

k

x
ux(x, t)

)
x dx =

l−ε∫
ε

(
xuxx(x, t) + kux(x, t)

)
dx

=

l−ε∫
ε

∂

∂x

(
xux(x, t) + (k − 1)u(x, t)

)
dx =

(
xux(x, t) + (k − 1)u(x, t)

)∣∣∣l−ε
ε
,

из (1.9) следует

l−ε∫
ε

ut(x, t)x dx = (l − ε)ux(l − ε, t) + (k − 1)u(l − ε, t)− εux(ε, t) + (k − 1)u(ε, t).

Переходя в этом равенстве к пределу при ε→ 0, получаем

l∫
0

ut(x, t)x dx = lux(l, t) + (k − 1)u(l, t). (1.10)

Таким образом, на основании (1.8),

lux(l, t) + (k − 1)u(l, t) = 0.

Пусть теперь u(x, t) — решение задачи (1.1)–(1.4), (1.7). Из равенства (1.10) и из усло-
вия (1.7) следует, что

l∫
0

ut(x, t)x dx = 0, 0 ≤ t ≤ T. (1.11)
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Интегрируя равенство (1.11) по t, получаем

l∫
0

u(x, t)x dx = const(t) = c.

Полагая здесь t = 0, с учетом условия (1.3) и условия согласования (1.6), получаем c = 0.

Следовательно, выполняется условие (1.5).

2. Единственность решения

Теорема 2.1. Задача (1.1)–(1.6) не может иметь более одного решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть существуют два решения u1(x, t) и u2(x, t) задачи
(1.1)–(1.6). Тогда их разность v(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) будет являться решением следу-
ющей однородной краевой задачи

v(x, t) ∈ C(GT ) ∩ C1
x(GlT ) ∩ C2,1

x,t (GT ),

LBv = 0, (x, t) ∈ GT , (2.1)

v(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l, (2.2)

v(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (2.3)
l∫

0

v(x, t)xdx = 0, 0 ≤ t ≤ T. (2.4)

Будем использовать следующее тождество

2xv(x, t)LBv(x, t) =
(
xv2(x, t)

)′
t
−
(
2xv(x, t)vx(x, t) + (k − 1)v2(x, t)

)′
x
+ 2xv2x(x, t),

справедливость которого можно проверить непосредственным дифференцированием.
Поскольку функция v удовлетворяет уравнению (2.1), имеем(

xv2(x, t)
)′
t
−
(
2xv(x, t)vx(x, t) + (k − 1)v2(x, t)

)′
x
+ 2xv2x(x, t) = 0.

Отсюда получаем

l∫
0

t∫
0

(
xv2(x, τ)

)′
τ
dτdx−

l∫
0

t∫
0

(
2xv(x, τ)vx(x, τ) + (k − 1)v2(x, τ)

)′
x
dτdx

+ 2

l∫
0

t∫
0

xv2x(x, τ)dτdx = 0. (2.5)

Из начального условия (2.2) следует, что

l∫
0

t∫
0

(
xv2(x, τ)

)′
τ
dτdx =

l∫
0

xv2(x, t)dx.
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Из краевых условий (2.3), (2.4) и на основании леммы 1.1 получаем

l∫
0

t∫
0

(
2xv(x, τ)vx(x, τ)+(k − 1)v2(x, τ)

)′
x
dτdx=

t∫
0

l∫
0

(
2xv(x, τ)vx(x, τ)+(k − 1)v2(x, τ)

)′
x
dxdτ

=

t∫
0

(
2lv(l, τ)vx(l, τ) + (k − 1)v2(l, τ)

)
dτ=

t∫
0

(
− 2(k − 1)v2(l, τ) + (k − 1)v2(l, τ)

)
dτ

= (1− k)
t∫

0

v2(l, τ)dτ.

Таким образом, равенство (2.5) принимает вид

l∫
0

xv2(x, t)dx+ 2

t∫
0

l∫
0

xv2x(x, τ)dx = (1− k)
t∫

0

v2(l, τ)dτ. (2.6)

Имеем очевидные равенства

v2(l, τ) =
1

l2

l∫
0

(
x2v2(x, τ)

)′
x
dx =

1

l2

l∫
0

(
2xv2(x, τ) + 2x2v(x, τ)vx(x, τ)

)
dx

=
2

l2

l∫
0

xv2(x, τ)dx+
2

l2

l∫
0

x
3
2v(x, τ)x

1
2vx(x, τ)dx,

из которых для любого ε > 0 следует

v2(l, τ) ≤ 2

l2

l∫
0

xv2(x, τ)dx+
2

l2

l∫
0

(
εxv2x(x, τ) +

1

4ε
x3v2(x, τ)

)
dx

=
2

l2

l∫
0

xv2(x, τ)dx+
2ε

l2

l∫
0

xv2x(x, τ)dx+
1

2l2ε

l∫
0

x3v2(x, τ)dx

≤ 2ε

l2

l∫
0

xv2x(x, τ)dx+
2

l2

l∫
0

xv2(x, τ)dx+
1

2l2ε
l2

l∫
0

xv2(x, τ)dx

=
2ε

l2

l∫
0

xv2x(x, τ)dx+

(
2

l2
+

1

2ε

) l∫
0

xv2(x, τ)dx

(здесь использовалось неравенство |pq| ≤ εp2 +
1

4ε
q2, очевидно справедливое при любых

действительных числах p, q ). Следовательно, при ε =
l2

1− k
из (2.6) получаем

l∫
0

xv2(x, t)dx ≤ (1− k)(5− k)
2l2

t∫
0

l∫
0

xv2(x, τ)dxdt.
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Применяя лемму Гронуолла для функции z(t) =
l∫
0

xv2(x, t)dx, получаем

l∫
0

xv2(x, t)dx = 0, 0 ≤ t ≤ T.

А так как как функция v(x, t) непрерывна, то

v(x, t) ≡ 0.

Отсюда следует, что u1(x, t) ≡ u2(x, t).

3. Существование решения

Для доказательства существования решения задачи (1.1)–(1.5) достаточно доказать
существование решения задачи (1.1)–(1.4), (1.7).

Согласно методу Фурье, частные решения уравнения (1.2) ищем в виде

u(x, t) = X(x)T (t), (3.1)

где X(x) и T (t) — пока неопределенные функции. Подставляя функцию (3.1) в уравнение
(1.2), получаем

T ′ + λ2T = 0, (3.2)

X ′′ +
k

x
X ′ + λ2X = 0. (3.3)

Чтобы частное решение (3.1), отличное от тождественного нуля, удовлетворяло гра-
ничным условиям (1.4) и (1.7), необходимо потребовать выполнение условий

X(0) = 0, lX ′(l) + (k − 1)X(l) = 0. (3.4)

Известно (см. [21, гл. IV]), что уравнение (3.3) с помощью замены переменных по фор-
мулам

X =
(z
λ

) 1−k
2
Z, x =

z

λ
, (3.5)

приводится к уравнению Бесселя

z2Z ′′ + zZ ′ +

(
z2 − (k − 1)2

4

)
Z = 0,

общим решением которого является функция

Z(z) = C1J k−1
2

(z) + C2J− k−1
2

(z) , (3.6)

где J k−1
2

(z) , J− k−1
2

(z) — бесселевы функции первого рода порядка k−1
2

и −k−1
2

соот-
ветственно. Возвращаясь к старым переменным в функции (3.6), с учетом формул (3.5),
получаем

X(x) = C1X1(x) + C2X2(x), X1(x) = x−
k−1
2 J k−1

2
(λx) , X2(x) = x−

k−1
2 J− k−1

2
(λx) , (3.7)
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где C1, C2 и λ — произвольные постоянные. Их найдем из требования, чтобы общее
решение (3.7) удовлетворяло условиям (3.4).

Подставим X(t) в (3.4). Имеем

X ′(x) = −C1λx
− k−1

2 J k+1
2

(λx) + C2λx
− k−1

2 J− k+1
2

(λx) .

Из представления функций Бесселя в виде ряда видно, что для 0 < k < 1 при x → 0

функция X1(x) остается ограниченной, тогда как значение X2(0) = 0. Поэтому положим
C1 = 0 и C2 = 1. В результате получаем частное решение

X(x) = x−
k−1
2 J− k−1

2
(λx) . (3.8)

Подставляя функцию (3.8) во второе граничное условие (3.4), получаем уравнение

λlJ− k+1
2

(λl) + (k − 1)J− k−1
2

(λl) = 0. (3.9)

Используя формулу
Jν−1(z) =

ν

z
Jν(z) + J ′ν(z),

запишем уравнение (3.9) в виде

λlJ ′− k−1
2

(λl) +
k − 1

2
J− k−1

2
(λl) = 0. (3.10)

Уравнение (3.10) имеет бесчисленное множество вещественных корней (см. [22, гл. IV, §4]).
Обозначим через µn, n = 1, 2, . . . , корни уравнения

µJ ′− k−1
2

(µ) +
k − 1

2
J− k−1

2
(µ) = 0.

Тогда получаем собственные значения λn = µn
l
, n = 1, 2, . . . , задачи (3.3), (3.4).

Согласно формуле
Jν+1(z) =

ν

z
Jν(z)− J ′ν(z),

имеет место равенство

µJ ′− k−1
2

(µ) +
k − 1

2
J− k−1

2
(µ) = J− k−3

2
(µ) .

Следовательно, для решений уравнения (3.10) для больших n справедлива асимптотиче-
ская формула

µn = λnl = πn− π

4
k +

π

2
+O(n−1).

Заметим, что при λ0 = 0 спектральная задача (3.3), (3.4) имеет собственную функцию
X0 = x1−k. Таким образом, получены следующие собственные функции задачи (3.3)–(3.4):

X0(x) = x1−k, Xn(x) = x−
k−1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
)
, n = 1, 2, . . . . (3.11)
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Лемма 3.1. Функции (3.11) попарно ортогональны с весом xk и образуют полную
систему.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем ортогональность с весом (определение см. в [23,

с. 166]) функций (3.11). Обозначим δnm =

{
1, n = m,

0, n 6= m,
(символ Кронекера). Имеем

l∫
0

Xn(x)Xm(x)x
kdx

=

l∫
0

x−
k−1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
)
x−

k−1
2 J− k−1

2

(µm
l
x
)
xkdx =

l∫
0

J− k−1
2

(µn
l
x
)
J− k−1

2

(µm
l
x
)
xdx

= δnm
l2

2

((
J ′− k−1

2

(µn)
)2

+
(
1− (k − 1)2

4µ2
n

)
J2
− k−1

2

(µn)
)
= δnm

l2

2
J2
− k−1

2

(µn), n,m 6= 0, (3.12)

l∫
0

X0(x)Xn(x)x
kdx =


l∫
0

x1−kx−
k−1
2 J− k−1

2

(
µn
l
x
)
xkdx, n 6= 0;

l∫
0

x1−kx1−kxkdx, n = 0,

=


l∫
0

x−
k−1
2

+1J− k−1
2

(
µn
l
x
)
dx, n 6= 0;

l∫
0

x2−kdx, n = 0,

=

{
0, n 6= 0;
l3−k

3−k , n = 0.
(3.13)

Докажем полноту системы (3.11). Предположим, что существует функция ν(x), от-
личная от тождественного нуля и ортогональная всем функциям (3.11), т. е.

l∫
0

x1−kν(x)dx = 0,

l∫
0

x−
k−1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
)
ν(x)dx = 0, n = 1, 2, . . . .

Эти равенства запишем в виде

l∫
0

x−
k−1
2 x−

k−1
2 ν(x)dx = 0,

l∫
0

J− k−1
2

(µn
l
x
)
x−

k−1
2 ν(x)dx = 0, n = 1, 2, . . . .

Так как система

x−
k−1
2 , J− k−1

2

(µ1

l
x
)
, J− k−1

2

(µ2

l
x
)
, . . . , J− k−1

2

(µn
l
x
)
, . . . ,

полна в L2(0, l) (см. [21, гл. VIII]), получаем

x−
k−1
2 ν(x) = 0,

что выполнимо лишь для функции ν(x), равной нулю почти всюду на (0, l). Это и дока-
зывает полноту системы (3.11).
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Отметим, что аналогично [24, гл. VIII, §14] для функций (3.11) можно доказать су-
ществование при любых k, l чисел M(k, l) и N(k, l) таких, что справедливы следующие
неравенства

M(k, l)

µn
≤

l∫
0

X2
n(x)x

kdx ≤ N(k, l)

µn
, n = 0, 1, 2, . . . .

Значениям параметра λ = λn, n = 0, 1, 2, . . . , соответствуют следующие решения
уравнения (3.2)

Tn(t) = Ane
−λ2nt,

где An — произвольные постоянные. Итак, все функции

u0(x, t) = X0(x)T0(t) = A0x
1−k,

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = Anx
− k−1

2 J− k−1
2

(µn
l
x
)
e−(

µn
l )

2
t, n = 1, 2, . . . ,

удовлетворяют уравнению (1.2) и граничным условиям (1.4) и (1.7) при любых постоянных
An, n = 0, 1, 2, . . . .

Определим ряд

u(x, t) = A0x
1−k +

∞∑
n=1

Anx
− k−1

2 J− k−1
2

(µn
l
x
)
e−(

µn
l )

2
t. (3.14)

Требуя выполнения начального условия (1.3), получаем

u(x, 0) = ϕ(x) = A0x
1−k +

∞∑
n=1

Anx
− k−1

2 J− k−1
2

(µn
l
x
)
. (3.15)

Умножая равенство (3.14) на x, затем на x
k+1
2 J− k−1

2

(
µn
l
x
)
, и каждый раз интегрируя по

отрезку [0, l], с учетом формул (3.12), (3.13), получаем

A0 =
3− k
l3−k

l∫
0

ϕ(x)x dx,

An =
1

l2

2
J2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

ϕ(x)x
k+1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
)
dx, n = 1, 2, . . . .

(3.16)

Соотношение (3.15) представляет собою разложение функции ϕ(x) в ряд Дини (см. [24])
по функциям (3.11) на отрезке [0, l]. Коэффициенты данного ряда вычисляются по фор-
мулам (3.16).

Теорема 3.1. Если функция ϕ(x) ∈ C4[0, l] удовлетворяет условиям ϕ(0) = ϕ′(0) =

ϕ′′(0) = ϕ′′′(0) = 0, lϕ′(l) + (k − 1)ϕ(l) = 0, lϕ′′(l) + kϕ′(l) = 0, lϕ′′′(l) + (k + 1)ϕ′′(l) = 0,

то существует единственное решение задачи (1.2)–(1.5), и оно определяется как сумма
ряда (3.14), коэффициенты которого вычисляются по формулам (3.16).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем, что ряд Дини (3.15) сходится абсолютно
и равномерно на отрезке [0, l] к функции ϕ(x). При 0 < k < 1 функции (3.11) ограничены
в окрестности точки x = 0. В силу асимптотической формулы

Jν(x) = O

(
1√
x

)

функция x−
k−1
2 J− k−1

2
(x) ограничена для больших x. Поэтому функция x−

k−1
2 J− k−1

2
(x)

ограничена для всех x. Следовательно, при некотором L для всех n выполнено

|Xn(x)| ≤ L.

Коэффициенты ряда (3.15) вычисляются по формулам (3.16). Дважды применяя в них
формулу интегрирования по частям, получаем

A0=
3− k
l3−k

l∫
0

ϕ(x)x dx =
3− k
l3−k

l∫
0

ϕ(x)xkX0(x) dx =
3− k

l3−k2(1− k)

l∫
0

ϕ(x)
d

dx

(
xk+2X ′0(x)

)
dx

=
3− k

l3−k(1− k)

(
ϕ(x)xk+2X ′0(x)

∣∣∣∣l
0

−
l∫

0

ϕ′(x)xk+2X ′0(x) dx
)

=
3−k

l3−k(1−k)

(
ϕ(x)xk+2X ′0(x)

∣∣∣∣l
0

− ϕ′(x)xk+2X0(x)

∣∣∣∣l
0

+

l∫
0

(
(k+2)xϕ′(x)+x2ϕ′′(x)

)
xkX0(x) dx

)
,

An =
1

l2

2
J2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

ϕ(x)x
k+1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
)
dx =

1
l2

2
J2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

ϕ(x)xkXn (x) dx

= − 2

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

ϕ(x)xk
(
X ′′n(x) +

k

x
X ′n(x)

)
dx = − 2

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

ϕ(x)
d

dx

(
xkX ′n(x)

)
dx

= − 2

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)

(
ϕ(x)xkX ′n (x)

∣∣∣∣l
0

− ϕ′(x)xkXn (x)

∣∣∣∣l
0

+

l∫
0

(
ϕ′′(x) +

k

x
ϕ′(x)

)
xkXn (x) dx

)
,

n = 1, 2, . . . .

Из условий теоремы на основании (3.4) получаем

ϕ(x)xk+2X ′0(x)

∣∣∣∣l
0

− ϕ′(x)xk+2X0(x)

∣∣∣∣l
0

= ϕ(l)lk+1lX ′0 (l)− ϕ′(l)lk+2X0 (l)

= −ϕ(l)lk+1(k − 1)Xn (l)− ϕ′(l)lk+2X0 (l) = −lk+1X0 (l) (lϕ
′(l) + (k − 1)ϕ(l)) = 0,

ϕ(x)xkX ′n (x)

∣∣∣∣l
0

− ϕ′(x)xkXn (x)

∣∣∣∣l
0

= ϕ(l)lk−1lX ′n (l)− ϕ′(l)lkXn (l) =

= −ϕ(l)lk−1(k − 1)Xn (l)− ϕ′(l)lkXn (l) = −lk−1Xn (l) (lϕ
′(l) + (k − 1)ϕ(l)) = 0.
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Таким образом,

A0 =
3− k

l3−k(1− k)

l∫
0

(
(k + 2)xϕ′(x) + x2ϕ′′(x)

)
xkX0(x) dx,

An = − 2

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

(
ϕ′′(x) +

k

x
ϕ′(x)

)
xkXn (x) dx, n = 1, 2, . . . . (3.17)

Из условий теоремы следует ограниченность функции ϕ′(x)
x
. Следовательно,

|A0| ≤
(3− k)M0

l3−k(1− k)

l∫
0

xkX0(x) dx, |An| ≤
2M

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

xkXn (x) dx, n = 1, 2, . . . ,

и отсюда, применяя неравенство Коши–Буняковского, получаем

|A0| ≤
(3− k)M0l

k+1
2

l3−k(1− k)
√
k + 1

( l∫
0

xkX2
0 (x) dx

) 1
2
= C0,

|An| ≤
2Ml

k+1
2

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)
√
k + 1

( l∫
0

xkX2
n (x) dx

) 1
2 ≤ C

µ
3
2
n

≤ C

n
3
2

, n = 1, 2, . . . .

Так как функции (3.11) при 0 < k < 1 ограничены на отрезке 0 ≤ x ≤ l, то по теореме
Вейерштрасса ряд (3.15) сходится абсолютно и равномерно на данном отрезке. А так как

0 < e−(
µn
l )

2
t ≤ 1, при t ≥ 0, (3.18)

то ряд (3.14) при 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0 также сходится абсолютно и равномерно. Поэтому
функция u(x, t) определяемая рядом (3.14) непрерывна в области 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0 и
удовлетворяет начальным и граничным условиям.

Теперь покажем, что ряд, полученный из (3.14) почленным дифференцированием по
x, также абсолютно и равномерно сходится в области 0 < x ≤ l, t ≥ 0. Формально будем
сопоставлять такой ряд функции ux(x, t), т. е.

ux(x, t)↔ A0X
′
0(x) +

∞∑
n=1

AnX
′
n(x)e

−(µnl )
2
t. (3.19)

Здесь
X ′0(x) =

(
x1−k

)′
= (1− k)x−k,

X ′n(x) =
(
x−

k−1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
))′

=
µn
l
x−

k−1
2 J− k+1

2

(µn
l
x
)
.

Имеют место соотношения

|X ′0(x)| = (1− k)x−k ≤ N0x
−k,

|X ′n(x)| =
∣∣∣µn
l
x−

k−1
2 J− k+1

2

(µn
l
x
)∣∣∣ ≤ Nµnx

− k−1
2

(µnx)
1
2

= Nµ
1
2
nx
− k

2 .
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Применяя дважды формулу интегрирования по частям к интегралу (3.17) и учитывая
условия теоремы, получаем

|An| ≤
C1

µ
5
2
n

≤ C1

n
5
2

, n = 1, 2, . . . .

На основании неравенства (3.18) отсюда следует, что ряд (3.19) абсолютно и равномерно
сходится в области 0 < x ≤ l, t ≥ 0 к функции ux(x, t).

Остается показать, что в области 0 < x < l, t > 0 функция u(x, t) удовлетворяет
уравнению (1.2). Для этого достаточно показать, что ряды, полученные из (3.14) почлен-
ным дифференцированием по t один раз и по x два раза, также абсолютно и равномерно
сходятся в области 0 < x < l, t > 0. Рассмотрим эти ряды

ut(x, t)↔ −
∞∑
n=1

AnXn(x)
(µn
l

)2
e−(

µn
l )

2
t, (3.20)

uxx(x, t)↔ A0X
′′
0 (x) +

∞∑
n=1

AnX
′′
n(x)e

−(µnl )
2
t. (3.21)

Так как функции X0(x), Xn(x) являются решениями уравнения (3.4), имеем

|X ′′0 (x)| =
∣∣∣∣−kxX ′0(x)

∣∣∣∣ = k

x
|X ′0(x)| ≤ N0x

−k−1.

|X ′′n(x)| =
∣∣∣∣−kxX ′n(x)− λ2nXn(x)

∣∣∣∣ ≤ k

x
|X ′n(x)|+ λ2n |Xn(x)| ≤ Nµ

1
2
nx
− k+2

2 +
(µn
l

)2
L.

При t ∈ [t0, T ], где t0 > 0 — любое малое число, получаем

∣∣∣− ∞∑
n=1

AnXn(x)
(µn
l

)2
e−(

µn
l )

2
t
∣∣∣ ≤ L

∞∑
n=1

|An|
(µn
l

)2
e−(

µn
l )

2
t0 ≤ L

∞∑
n=1

|An|,

∣∣∣A0X
′′
0 (x) +

∞∑
n=1

AnX
′′
n(x)e

−(µnl )
2
t
∣∣∣ ≤ N01+ L1

∞∑
n=1

|An|
(µn
l

)2
e−(

µn
l )

2
t0≤ N01+ L1

∞∑
n=1

|An|.

Здесь использовались неравенства

0 <
(µn
l

)2
e−(

µn
l )

2
t0 < 1,

которые выполняются при всех достаточно больших n.

Из сходимостью ряда
∞∑
n=1

|An| на основании признака Вейерштрасса следует абсолют-

ная и равномерная сходимость рядов (3.20), (3.21) при t ≥ t0 > 0 . Поэтому ряд (3.15)
можно дифференцировать почленно один раз по t и два раза по x при t ≥ t0 . В силу
произвольности t0 > 0 это имеет место в области 0 < x < l , t > 0 . Подставляя (3.20)
и (3.21) в уравнение (1.2), убеждаемся, что функция u(x, t) , определяемая рядом (3.14),
является в области 0 < x < l , t > 0 его решением.
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